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Пояснительная записка 

Понятие абсолютной величины (модуля) является одной из важнейших 

характеристик числа как в области действительных, так и в области комплексных чисел. 

Это понятие широко применяется не только в различных разделах школьного курса 

математики, но и в курсах высшей математики, физики и технических наук, изучаемых в 

вузах. Например, в теории приближенных вычислений используются понятия абсолютной 

и относительной погрешностей приближенного числа. В механике и геометрии изучаются 

понятия вектора и его длины (модуля вектора). В математическом анализе понятие 

абсолютной величины числа содержится в определениях таких основных понятий, как 

предел, ограниченная функция и др. Задачи, связанные с абсолютными величинами, часто 

встречаются на математических олимпиадах, вступительных экзаменах в вузы и на ЕГЭ.  

Программой школьного курса математики не предусмотрены обобщение и 

систематизация знаний о модулях, их свойствах, полученных учащимися за весь период 

обучения. Данный пробел и пытается восполнить данный элективный курс. 

Курс рассчитан на учащихся 10-11 классов общеобразовательных школ, 

проявляющих интерес к изучению математики. Курс позволит школьникам 

систематизировать, расширить и укрепить знания, связанные с абсолютной величиной, 

подготовиться для дальнейшего изучения тем, использующих это понятие, научиться 

решать разнообразные задачи различной сложности, способствует выработке и 

закреплению навыков работы на компьютере. 

Учителю курс поможет наиболее качественно подготовить учащихся к 

математическим олимпиадам, сдаче ЕГЭ и экзаменов при поступлении в вузы. 

Программа элективного курса предполагает знакомство с теорией и практикой 

рассматриваемых вопросов и рассчитана на 68 часов: 7 часов лекций и 61 часов 

практических занятий. 

Цели курса: обобщение и систематизация, расширение и углубление знаний по теме 

«Абсолютная величина», обретение практических навыков выполнения заданий с 

модулем, повышение уровня математической подготовки школьников. 

Задачи курса: 

 вооружить учащихся системой знаний по теме «Абсолютная величина»;  

 сформировать навыки, применяя данных знаний при решении разнообразных задач 

различной сложности; 

 подготовить учащихся к ЕГЭ; 

 сформировать навыки самостоятельной работы, работы в малых группах; 

 сформировать навыки работы со справочной литературой, с компьютером; 

 сформировать умения и навыки исследовательской работы; 

 способствовать развитию алгоритмического мышления учащихся; 

 способствовать формированию познавательного интереса к математике. 
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Учебно-тематический план 

 

№  

п/п 
Тема занятий 

Кол - во  

часов 
Виды деятельности 

1. 
Определения модуля. 

Свойства модуля. 2 Лекция. Практическая работа. 

2. 
Способы решения уравнений и 

неравенств с модулями. 5 Лекция. Практическая работа. 

3. 
Уравнения и неравенства с 

модулями в ЕГЭ. 

 

6 
Беседа учителя, работа в группах. 

Практическая работа. 

4. 

Тригонометрические уравнения с 

модулями. 

 

 

5 

Изучение теории, составление 

справочника, самостоятельная 

работа. Практическая работа. 

5. 
Логарифмические уравнения и 

неравенства с модулями. 

 

5 
Беседа учителя, составление 

справочника, практическая работа 

6. 
Показательные уравнения и 

неравенства с мдулями. 5 Практическая работа. 

7. 
Иррациональные уравнения и 

неравенства с модулями. 5 Практическая работа. 

8. 

Уравнения и неравенства, 

включающие функции max и  

min. 

 

5 

Семинар, работа в группах, 

обучающая самостоятельная работа. 

9. 

Задание фигур на координатной 

плоскости уравнениями и 

неравенствами. 
5 Практическая работа. 

10. 
Уравнения и неравенства с 

параметрами. 

 

 

5 Практическая работа. 

11. Множество значений функции. 5 Практическая работа. 

12. 
Графики функций, содержащих 

переменную под знаком модуля. 

 

5 Практическая работа. 

13. 

Системы уравнений и 

неравенств, содержащих 

переменную под знаком модуля. 

 

5 Практическая работа. 

14. 
Нестандартные уравнения и 

неравенства с модулям. 
4 Практическая работа. 

15. 
Итоговое занятие. Контрольная 

работа. 
1 Зачет, защита решений. 

16. 

4. 

Итого: 68  
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1. Определения модуля 

Определение 1.  

Абсолютной величиной числа ,a  или его модулем (обозначается a ) называется само 

число, если оно неотрицательно, и ему противоположное, если число отрицательно, т.е.  

,aa   если ,0a  

,aa   если .0a  

Определение 2.  

Абсолютной величиной числа ,a  или его модулем называется расстояние от начала 

координат до соответствующей числу a  точки на числовой оси, т.е.  

 aa ;0  

      .;0;0 aaaaaa  
 

Определение 3.  

Абсолютной величиной числа ,a  или его модулем называется наибольшее из двух чисел 

a  и  ,a  т.е.  

 .;max aaa 
 

Свойства модуля 

1. Модули противоположных чисел равны, т.е. для всех a   

.aa   

2. Квадрат модуля числа равен квадрату этого числа, т.е. для всех a   

.22
aa   

3. Арифметический корень из квадрата любого числа есть модуль этого числа, т.е.  

.2 aa   

4. Модуль любого числа есть число неотрицательное, т.е. для всех a   

.0a  

5. Модуль числа не меньше этого числа, т.е. т.е. для всех a   

.aa   

6. Модуль числа не меньше ему противоположного числа, т.е. т.е. для всех a   

.aa   

7. Модуль числа a  равен максимальному из двух противоположных чисел a  и  ,a  т.е.  

 .;max aaa 

 

(1) 

 

8. Равенство (1) можно представить в виде: 

 .;min aaa   

Свойства (7) и (8) выражают модуль произвольного числа через максимум и минимум. 

Оказывается и, наоборот, максимальное и минимальное число среди данных n  чисел 

можно выразить через модули. 

Например, если к полусумме двух чисел прибавить модуль их полуразности, то получим 

максимальное их них, а если из полусуммы двух чисел вычтем модуль их полуразности, 

то получим минимальное из них, т.е. для любых двух чисел u  и v  

   ,
2

1
;max vuvuvu   и    .

2

1
;min vuvuvu   

Аналогичные соотношения можно получить и для большего количества чисел.  
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Например,     wvuwvu ;;maxmax;;max   =     wvuwvu  ;max;max
2

1
 =  

=     ,
2

1

2

1

2

1








 wvuvuwvuvu  и     wvuwvu ;;minmin;;min   = = 

=     wvuwvu  ;min;min
2

1
 =     ,

2

1

2

1

2

1








 wvuvuwvuvu  и т.д. 

9. Модуль числа равен расстоянию на числовой оси от начала отсчета до данного числа, 

т.е. для любого a   .;0 aa   

10. Свойство 9 равносильно утверждению, что  .;baba   

Указанные свойства позволяют осознать следующие схемы решения основных уравнений 

и неравенств с модулем:  

1. 









.

,






f

f
ff  2. 










.

,






f

f
ff  

3. 









.

,






f

f
f  4. 










.

,






f

f
f  

5. 





















.

,

,0









f

ff  
6. .010 

a

a
a  

7. .00  aaa  8. .00  aaa  

9. .010 
a

a
a  

 

11. Числа неотрицательны тогда и тогда, когда их сумма равна сумме модулей этих чисел, 

т.е.  

 nn uuuuuu  2121  



















.0

,0

,0

2

1

nu

u

u


 

12. Числа неположительны тогда и тогда, когда сумма их модулей противоположны сумме 

этих чисел, т.е.  

 nn uuuuuu  2121  



















.0

,0

,0

2

1

nu

u

u


 

13. Числа одновременно неотрицательны или одновременно неположительны тогда и 

только тогда, когда сумма их модулей равна модулю их суммы, т.е.  

 nn uuuuuu  2121  



















.0

,0

,0

2

1

nu

u

u


 или 



















.0

,0

,0

2

1

nu

u

u


 

В частности получаем 

14.  vuvu  .0uv  
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15.  vuvu  .0uv  

16.  vuvu .0uv  

Из (16) следует: 

1. Точка прямой тогда и только тогда принадлежит отрезку этой прямой, когда сумма 

расстояний от точки до концов отрезка равна длине отрезка. 

С помощью свойства (10) это можно записать следующим образом  :ba   

.bxaabbxax   

Полученную равносильность можно получить как частный случай из свойства (16),  

если положить, что ., bxvaxu   Имеем в силу (16) 

   .0 bxaxbabxax  И если ,ba   то abba   и неравенство 

   0 bxax  равносильно двойному неравенству .bxa   

2. Точка прямой тогда и только тогда лежит вне отрезка этой прямой, когда модуль 

разности расстояний от точки до концов отрезка равна длине отрезка. 

С помощью модулей это можно записать в виде:  

 babxax  
 
 









.;max

,;min

bax

bax
 

Пример. Решите уравнение .231  xx  

Решение: Если положить ,3,1  ba  то данное уравнение равносильно совокупности 

неравенств      .;31;13;
3

,1











x

x

x
 

Ответ:      .;31;13;   

17. Если модули чисел равны, то числа либо равны, либо противоположны, т.е.  











.

,

vu

vu
vu  

18. Сравнение модулей двух чисел равносильно сравнению их квадратов, т.е. 

,22   ff  где символ « » может быть любым из пяти символов «», « ». «=», 

«», « », т.е. 

1. ,22   ff  2. ,22   ff  

3. ,22   ff  4. ,22   ff  

5. .22   ff   

19. Модуль произведения чисел равен произведению модулей чисел, а модуль частного – 

частному модулей, т.е.  

,vuvu   .0,  v
v

u

v

u
 

20. Абсолютная величина суммы двух чисел не больше суммы абсолютных величин зтих 

чисел:  

.vuvu   

21. Абсолютная величина разности двух чисел не больше суммы абсолютных величин 

этих чисел:  

.vuvu 
 

Упражнения 

1. Вычислить ,a  если 1) ;3a  2) ;5a  3) ;32 a  4) .4 a  
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2. Преобразовать заданную функцию к такому виду, чтобы в записи аналитического 

выражения функции не использовались знаки модулей:  

1. .3 xy  2. .3 xy   

3. .342 xxy   4. .21  xxy  

5. .
x

x
xy   6. .1

2

2





 x

x

x
xy  

7. .342 xxxy   8.   .15  xxy  

9. .32 2  xxy  10. .342  xxy  

11. .3522  xxxy  12. .962  xxy  

3. Упростите выражения:  

1. 
 

  
.

12793

4276
22

3





aaaa

aa
 

Ответ: -6 при  ;4;a  

6 при  .;4 a  

2. 
  

.
11

121
3

2





xx

xxxxx
 

Ответ:  1 xx  при  ;1;x  

22  xx  при  .;1x  

3. .
42

2
2

23





aaa

aaa
 Ответ: 

2

a
  при  ;2;a  

 
2

1aa
 при  .;2 a  

4. 
 

.
6

3
2 mmm

mm




 Ответ: 

2

1

m
 при    ;;30; m  

2

1




m
 при  .3;0m  

5. .
143

1
2 



xx

xxx
 Ответ: 

x31

1


 при  ;0;x  

  131

1





xx

x
 при ;1;

3

1

3

1
;0 
















x  

2

1

x
 при  .;1x  

6. .2
44

1

2



x

xx
 Ответ: 

2

3 2





x

x
 при  ;2;x  

2

5 2





x

x
 при  ;2;2x  

2

32





x

x
 при  .;2 x  

7. .29962  yyy  Ответ: -4 при  ;3;y  

102 y  при  ;9;3y  

8 при  .;9 y  

2. Способы решения уравнений и неравенств с модулями 

Способ 1. Геометрическая интерпретация модуля при решении уравнений и  

неравенств. 

Геометрический смысл модуля разности величин – это расстояние между ними. 

Например, геометрический смысл выражения ax   - длина отрезка координатной оси, 
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соединяющего точки с абсциссами x  и a . Перевод алгебраической задачи на 

геометрический язык часто позволяет избежать громоздких выкладок. 

Пример 1. Решите уравнение .3x  

Решение: Написанное уравнение геометрически означает, что расстояние от точки х до 

начала координат равно 3, т.е. х = 3 или х = -3. 

Ответ: -3; 3. 

Пример 2. Решите уравнение .25 x  

Решение: Число  55  xx  есть расстояние между точками x  и -5. Написанное 

уравнение геометрически означает, что расстояние от точки х до точки -5 равно 2. 

Откладывая на числовой оси от точки -5 отрезок длиной 2 (в обе стороны), получим  

х = -7 или х = -3 

Ответ: -7; -3. 

Пример 3. Решите уравнение .123  x  

Решение: Сначала делаем преобразования: ,
2

3
23223  xxx  откуда ,1

2

3
2 x  

.
2

1

2

3
x  Написанное уравнение геометрически означает, что расстояние от точки х до 

точки 
2

3
 равно 

2

1
. Откладывая на числовой оси от точки 

2

3
 отрезок длиной 

2

1
 (в обе 

стороны), получим х = 1 или х = 2. 

Ответ: 1; 2. 

Пример 4. Решите уравнение .31  xx  

Решение: Число 1x  есть расстояние между точками x  и 1, а число 3x  - расстояние 

между точками x  и -3. Написанное уравнение геометрически формулируется следующим 

образом: точка x  находится на одинаковом расстоянии от точек 1 и -3. Иначе говоря, x  - 

середина отрезка с концами в точках 1 и -3, т.е. .1x  

Ответ: -1. 

Пример 5. Решите уравнение .121  xx  

Решение: Исходя из геометрической интерпретации модуля, левая часть представляет 

собой сумму расстояний от некоторой точки с абсциссой x  до двух фиксированных точек 

с абсциссами 1 и 2. Тогда все точки с абсциссами из отрезка  2;1  обладают требуемым 

свойством, а точки, расположенные вне этого отрезка – нет.  

Ответ:  2;1 . 

Пример 6. Решите уравнение .121  xx  

Решение: Исходя из геометрической интерпретации модуля, получим, что разность 

расстояний до точек с абсциссами 1 и 2 равна единице только для точек, расположенных 

на координатной оси правее числа 2.  

Ответ:  .;2  . 

Пример 7. Решите неравенство .2x  

Решение: Написанное неравенство геометрически означает, что расстояние от точки х до 

начала координат меньше или равно 2. 

Ответ:  .2;2  

Пример 8. Решите неравенство .321  x  
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Решение: Делаем преобразования: ,321  x  ,312 x  ,3
2

1
2 x  .

2

3

2

1









x  

Написанное неравенство геометрически означает, что расстояние от точки х до точки 
2

1
  

больше или равно .
2

3
 

Ответ:    .;12;   

Пример 9. Решите неравенство .211  xx  

Решение: Изобразим на координатной прямой точки, сумма расстояний от которых до 

точек -1 и 1 в точности равна 2. Это все точки отрезка  .1;1  Тогда, что для всех чисел вне 

данного отрезка сумма расстояний будет больше двух. 

Ответ:    .;11;   

Примечание: обобщением решения вышеприведенных уравнений является следующие 

равносильные переходы:  

bxaababbxax  ,  

., bxababbxax   

Решите уравнения и неравенства: 

1. .321  xx  Ответ: .12  x  

2. .510 x  Ответ: 5; 15. 

3. .510 x  Ответ:  .15;5  

4. .510 x  Ответ:    .;155;   

5. .734  xx  Ответ: .34  x  

6. .325 x  Ответ: .511  x  

Способ 2. Замены множителей с модулем 

Опорная информация, позволяющая указать удобные замены, заключаются в двух 

основных свойствах модуля:  

 22
mm   и 0m  для всех m,  

 а также в монотонном возрастании на множестве неотрицательных чисел функции 

.2ty   

Замена незнакопостоянных множителей с модулем и корнями: 

              .xgxfxgxfxgxf   (1) 

    
 

         .
0

xgxfxgxfxgxf
xg




 
(2) 

    
 

   .2
0

xgxfxgxf
xg




 
(3) 

              .22 xgxfxgxfxgxf   (4) 

              .xgxfxgxfxgxf   (5) 

    
 

         .
0

xfxgxfxgxfxg
xg




 
(6) 

    
 

   .2
0

xfxgxfxg
xg




 
(7) 

              .22 xfxgxfxgxfxg   (8) 
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    
0,0

2



Da

cbxaxxf  

     .22 cbxaxxfcbxaxxf   

(9) 

    
0,0

2



Da

xfcbxax  

     .22 xfcbxaxxfcbxax   

(10) 

Пример 1. Решите неравенство .35274 33  xxxx  

Решение: Воспользуемся (1):  

35274 33  xxxx    035274 33  xxxx     

      035274
2323  xxxx       04621046 33  xxxx    

    023523 33  xxxx         0215331 22  xxxxxx    

      0211
2

 xxx      .11;2 x  

Ответ:   .11;2   

Пример 2. Решите неравенство 
  

  
.0

5341

2442 22






xxx

xxxxx
 

Решение: Каждый множитель как в числителе, так и в знаменателе есть разность 

неотрицательных чисел. Поэтому заменяя их на разность квадратов, получим 

равносильное неравенство в области допустимых значений. Имеем:  

  
  





0

5341

2442 22

xxx

xxxxx
 

    
  




























.02

,0
5341

2442

2

2222

2
22222

xx

xxx

xxxxx

 

Пользуясь свойством модуля 22
mm   и раскладывая на множители разности 

квадратов, получим:  

      
        
















,21

,0
5341

2442
2222

22222

xx

xxx

xxxxx

 

   
   
















,21

,0
22538

18926 22

xx

xxx

xxxxx

 

Знакопостоянные множители 62  xx  и 22  xx  можно заменить на единицу со 

знаком старшего коэффициента, т.е. на (-1) и 1 соответственно. 

 
    















,21

,0
153

211

xx

xxx

x

    















,21

,0
153

2

xx

xxx

x

   .5;22;3 x  

Ответ:    .5;22;3   

Пример 3. Решите неравенство .0
3

122

22

2






xxxx

xxx
 

Решение: 



0

3

122

22

2

xxxx

xxx
 

 

 
.0

3

212

22

2






xxxx

xxx
 

В этом неравенстве нельзя множители  xxx 2122   и  22 3 xxxx   

рассматривать как разности неотрицательных величин, так как выражения x21  и 2xx   

в ОДЗ могут принимать как положительные так и отрицательные значения. 
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021  x при ,5,0x  а 02  xx  при .10  x  

1. При 0x  021  x , а .02  xx  

Замена множителей:          141212212 222222 xxxxxxxxx  

        ,323211  xxxx    ,13 22  xxxx  ,0x  т.к. .0 ОДЗ  

Имеем систему: 

        
 .1;

,0

0.323211









x

x

xxxx
 

2. При  5,0;0x  021  x , а .02  xx  

Замена множителей:   xxx 2122         .323211  xxxx  

         .1822433 22222222  xxxxxxxxxxxxx  

Имеем систему: 

        
   .5;0;32

,5,00

,0
1

323211
2 
















x

x

xx

xxxx

. 

3. При  1;5,0x  021  x , а .02  xx  

Замена множителей:   ,12122  xxx     .183 222  xxxxxx  

Имеем систему:    .1;5,0

,15,0

,0
1

1
2 












 x

x

xx  

4. При   ;1x  021  x , а .02  xx  

Замена множителей:   ,12122  xxx    .13 22  xxxx  

Имеем систему:  .;1
,1

,01









x

x
 

Объединяя четыре случая, получаем окончательный ответ.    .;321; x  

Ответ:    .;321;   

Пример 4. Решите неравенство .3
12

4


x

x
 

Решение: 
 











0

12

3423
03

12

4
3

12

4

x

xx

x

x

x

x
 

    
 

 
 .;31;

7

3

,;31;
7

3

,

,0
12

3423

,034

.012

,034

22

22




































































 x
x

x

x

xx

x

x

x

 

Ответ:    .;31;73   

Пример 5. Решите неравенство .0
2

3 2  xx  
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Решение: 



























 0

3

2

3

2
0

3

2
0

2

3
0

2

3 222 xxxxxxxxx

  .;
3

2
0

3

2
; 

















 x  

Ответ:      .;32032;   

Задачи для самостоятельного решения 

Решить неравенство: 

1. .115 x  

Ответ:    .;616;   

2. .142 x  

Ответ:  .5,2;5,1  

3. .1412  xx  

Ответ:    .;01;   

4. .138  xx  

Ответ:  .;5,4   

5. .321 xx   

Ответ:    .;342;   

6. .02452  xx  

Ответ:    .;33;   

7. .0
96

107
2

2






xx

xx
 

Ответ:      .5;33;22;5   

8.   .0344 22  xxx  

Ответ:    .3;12   

9. .
4

12

12

45










x

xx

xx

xx
 

Ответ:    .1;44;13   

10. .
4

23

23

14










x

xx

xx

xx
 

Ответ:    .7;44;3   

11. .1
4

45
2

2






x

xx
 

Ответ        .5,2;22;6,10;22;   

12. .0
124

103
2

2






xx

xx
 

Ответ:      .;62;26;   

13. 
   
 

.0
13

85542






xxx

xx
 

Ответ:      .2;00;313;   

14. .1
23

32






x

xx
 

Ответ:  .2;  

15. .3122342  xxxx  

Ответ:    .5;21;0   

16.   .2113
2
 xx  

Ответ:    .3;20;1   

17. .1
4

45

2

2






x

xx
 

Ответ:    .;5,26,1;0   

18. .1
19

1109

2

2






x

xx
 

Ответ:    .;9551;0   

19. .0
11

23






xx

xx
 

Ответ:  .5,2;1  

20. .0
88

37






xx

xx
 

Ответ:  .8;4  

21.    0121 2  xxx  

Ответ:  .11;
2

1









 

22. .3
12

4


x

x
 

Ответ:    .;31;73   

23. .0
755

4372






xx

xx
 

24. .1
4

2






x

x
 

Ответ:    .;14;   
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Ответ: .31x  

25. .0
732

12






x

x
 

Ответ:  .2;5  

26. .02
4

24



x

x

x
 

Ответ:      .;42;04;   

27. .
1

1

1

1




 xx
 

Ответ:    .;11;0   

 

Способ 3. Способ последовательного раскрытия модуля. 

Опорная информация:  

,aa   если ,0a  

,aa   если .0a  

Пример. Решите уравнение .613  xxx  

Решение:  613 xxx   







,613

,03

xxx

x
 или  








,613

,03

xxx

x
   

  








,642

,3

xx

x
 или 









,62

,3

x

x
   

 













,642

,042

,3

xx

x

x

 или 

 













,642

,042

,3

xx

x

x

 

или 








,4

,3

x

x
   















,310

,2

,3

x

x

x

 или 














,2

,2

,3

x

x

x

или 4x    








.4

,2

x

x
 

Ответ: ;2x 4x . 

Решите уравнения и неравенства: 

1. .322  xx  Ответ: .
3

5

3

1
 x  

2. .21312  xxx  Ответ: .
3

2
x  

3. .732  xx  Ответ: .43  x  

4. .4231  xxx  Ответ: .3x  

5. .1532  xxx  Ответ: .51;102;2   

Способ 4. Метод схем равносильности. 

Опорная информация:  

1. 









.

,






f

f
ff  2. 










.

,






f

f
ff  

3. 









.

,






f

f
f  4. 










.

,






f

f
f  

5. 





















.

,

,0









f

ff  
6. .010 

a

a
a  

7. .00  aaa  8. .00  aaa  
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9. .010 
a

a
a  

 

Пример. Решите неравенства .853 33  xxxx  

Решение:  853 33 xxxx  












,853

,853

33

33

xxxx

xxxx
   

  











,33

,133

33

33

xxxx

xxxx
   

































,33

,33

,133

,133

33

33

33

33

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

   






























,3

,0

,5

,8

3

3

x

x

x

x

     

  








,

,853

Rx

x
   .853  x  

Ответ: .853  x  

Решите уравнения и неравенства:  

1. .
138

7

138

7
2

3

2

3










xx

x

xx

x
 Ответ:  .34;34]7;( 3   

2. .851 33  xxxx  Ответ: .63x  

3. .5232 22  xxxx  Ответ: .4x  

4. .752 xx   Ответ: .
3

2
12  x  

5. .321  xx  Ответ: .12  x  

6. .1235  xx  Ответ: .6;
5

4
 

7. .
12

.
12 22

x

xx

x

xx 



 Ответ:    .;01   

8. .11257  xx  Ответ: .;
5

6

9

16
; 

















  

9.      .735735 22  xxxxxx

 
Ответ: .;

2

375

2

375
;7






















 
  

Способ 5. Способ возведения в квадрат. 

Опорная информация:  

1. Квадрат модуля числа равен квадрату этого числа, т.е. для всех a   

.22
aa   

2. Сравнение модулей двух чисел равносильно сравнению их квадратов, т.е. 

,22   ff  где символ « » может быть любым из пяти символов «», « ». «=», 

«», « », т.е. 

1. ,22   ff  2. ,22   ff  

3. ,22   ff  4. ,22   ff  

5. .22   ff   
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3. Из равенства f следует равенство .22 f  

При решении данного уравнения могут появиться лишние корни. Поэтому в решении 

способом возведения в квадрат, при переходе от уравнения f  к уравнению 22 f  

необходимо каким-либо способом отобрать лишние корни. Это возможно или путем 

прямой подстановки в исходное уравнение в случае получения конечного числа корней, 

или путем установления для получаемых решений выполнения дополнительных условий 

(например, выполнения условия 0 ). 

Пример. Решите неравенство .
14

15

14

15
237 2 


















xxx

 

Решение:  
237 2

14

15

14

15



















xxx

   237 2  xxx       222
237  xxx     

      0723
222  xxx        09254 22  xxxx        051  xx    

     .;51; x  

Ответ:    .;51;   

Решите уравнения и неравенства:  

1. .212  xx  Ответ: -1; 1. 

2. .11 232  xxx  Ответ: .2;2;0 3  

3. .512  xx  Ответ:  .3;2  

4. .1
32

2
2

2






xx

xx
 Ответ:  .1\

2

5
; 







  

5. .55
6442 xx 

  Ответ: 0,6; 1. 

6. ,2 xax  где а - параметр 
Ответ:  2

2

1
 ax  при ;2a  

Rx  при .2a  

Способ 6. Метод интервалов. 

Опорная информация:  

Значения переменной х разбивают область определения  уравнения (неравенства) на 

интервалы, на каждом из которых любое выражение под знаком модуля для всех значений 

х имеет «один и тот же знак», т.е. либо всегда отрицательно, либо – положительно. 

Пример. Решите неравенство .756135  xx  

Решение: Для освобождения от знаков абсолютной величины разобьем координатную ось 

на три области: ,513x  ,51356  x  .56x  








































,756135

,56

,756135

,51356

,756135

,513

xx

x

xx

x

xx

x

 






































,00

,56

,1210

,51356

,140

,513

x

x

x

x

x

x

   















,56

,

,

x

x

x

   .56x  

Ответ: .56x  
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Решите уравнения и неравенства:  

1. .22  xx  Ответ: .02  x  

2. .2321  xxx  Ответ:    .;21;   

3. .0
755

4372






xx

xx
 Ответ: .

3

1
x  

4. .1
1

1






x

x
 Ответ:    .;11;0   

5. .1882 xx   Ответ:    .;15;   

6. .1
31

6



x

x
 Ответ:    .5;42;4   

7. .29644 22  xxxx  Ответ: .x  

Способ 7. Способ специальных схем равносильности. 

Опорная информация:  

1. Числа неотрицательны тогда и тогда, когда их сумма равна сумме модулей этих чисел, 

т.е.  

 nn uuuuuu  2121  



















.0

,0

,0

2

1

nu

u

u


 

2. Числа неположительны тогда и тогда, когда сумма их модулей противоположны сумме 

этих чисел, т.е.  

 nn uuuuuu  2121  



















.0

,0

,0

2

1

nu

u

u


 

3. Числа одновременно неотрицательны или одновременно неположительны тогда и 

только тогда, когда сумма их модулей равна модулю их суммы, т.е.  

 nn uuuuuu  2121  



















.0

,0

,0

2

1

nu

u

u


 или 



















.0

,0

,0

2

1

nu

u

u


 

В частности получаем 

4.  vuvu  .0uv  

5.  vuvu  .0uv  

6.  vuvu .0uv  

7. 









.0

,0

v

u
vuvu  

8. 









.0

,0

v

u
vuvu  

Пример 1. Решите неравенство .1562  xxx  
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Решение: Так как     1562  xxx , то в силу свойства (18) равносильно неравенству 

   .530562  xxx  

Ответ: .53  x  

Пример 2. Решите уравнение .0753211  xxxxx  

Решение: 

 0753211 xxxxx   075651 22 xxxx  

  75651 22  xxxx       651651 2222  xxxxxx    

  .32
,065

,01

2

2











x

xx

x
 

Ответ:  .3;2  

Решите уравнения и неравенства:  

1. .310335265 222  xxxxxx  
Ответ:    .;6

2

3
;11; 







  

2. .310335265 222  xxxxxx  Ответ:    .;61;   

3. .3610338352 222  xxxxxx  Ответ: .x  

4. .117215843 222  xxxxxx  
Ответ:   .314;

3

4
1;314 








  

5. .117215843 222  xxxxxx  
Ответ:   .314;

3

4
1;314 








  

6. .543532 222  xxxxxx  
Ответ:   .

2

5
;10;1 







  

7. .54 22 xxxxx   Ответ:    .5;40   

8. .14534 22  xxxxx  Ответ:   .4;31   

9. .232
1

3
1







x
x

x
x

x

x
 Ответ:  .;0

3

2









  

10. .42092410 22  xxxxx  Ответ: 6. 

11. .
3

18363
9270

3

23

2
3 


xxx

xx
x

 Ответ: ).;101[]101;210[ 3   

12. .20101011 xxxxx    Ответ: .10x  

13. .11 22  xxxx  Ответ:    .;10;1   

14. .0245242 222  xxxxxx  Ответ:  .2;1  

Способ 8. Способ одновременного раскрытия модулей.  

Опорная информация:  

При этом способе решения опорная информация совпадает с опорной информацией 

способом последовательного раскрытия модуля, а отличие в решении состоит в том, что 

неравенства для подмодульных выражений объявляется одновременно для всех модулей. 

Пример. Решите уравнение .613  xxx  

Решение: 613  xxx     
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  

  

  

  

  














































































,613

,013

,03

,613

,013

,03

,613

,013

,03

,613

,013

,03

xxx

xx

x

xxx

xx

x

xxx

xx

x

xxx

xx

x

   

 

 

 

 





















































































,8

,013

,3

,4

,013

,3

,2

,013

,3

,
3

10

,013

,3

x

xx

x

x

xx

x

x

xx

x

x

xx

x

   






















































































,8

,20

,3

,4

,20

,3

,2

,2

,3

,
3

10

,2

,3

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

  








.2

,4

x

x
 

Ответ: -2; 4. 

Решите уравнения и неравенства: 

1. .4231  xxx  Ответ: .3x  

2. .223252  xxxx  Ответ: 2. 

3. .613  xxx  Ответ: -2; 4. 

4. .1132  xx  Ответ: 0; 1; -1; 2; -2; 3; -3. 

5. .2112 xxx   Ответ: 1. 

6. .22  xx  Ответ: .02  x  

7. .2321  xxx  Ответ:    .;21;   

8. .0
755

4372






xx

xx
 Ответ: .

3

1
x  

9. .1882 xx   Ответ:    .;15;   

10. .1
31

6



x

x
 Ответ:    .5;42;4   

11. .29644 22  xxxx  Ответ: .x  

Способ 9. Способ перебора. 

Опорная информация:  

aa   или .aa   

Пример. Решите уравнение .0753211  xxxxx  

Решение: Преобразуем данное уравнение, используя свойство модуля :abba   

      .0753211  xxxxx  

Случай 1. (+;+):       0753211  xxxxx    0652  xx    








.3

,2

x

x
 

Проверка: х = 2: ,072532221212   

0 = 0 – верное равенство, значит, х = 2 –корень уравнения. 
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x = 3: ,073533231313   

0 = 0 – верное равенство, значит, х = 3 –корень уравнения. 

Случай 2. (+;-):       ,075)32(11  xxxxx  0х = 0, .Rx  

  
  

 .3;2
,032

,011









x

xx

xx
 

Случай 3. (-;+): -       .4,10753211  xxxxxx  

Проверка: :4,1x ,074,1534,124,114,114,1   

1,92 = 0 - неверное равенство, значит, х = 1,4 –не является корнем уравнения. 

Случай 4. (-;-): -       075)32(11  xxxxx    012 x    








.1

,1

x

x
 

Проверка: х = 1: ,071531211111   

4 = 0 – неверное равенство, значит, х = 1 – не является корнем уравнения. 

x = -1:   ,071531211111   

24 = 0 – неверное равенство, значит, х = -1 – не является корнем уравнения. 

Ответ:  .3;2  
Решите уравнения:  

1. .1235  xx  Ответ: .6;54  

2. .031 2  xxx  Ответ: .2  

3. .6513  xx  Ответ: -1. 

4. .4231  xxx  Ответ: .3x  

5. .223252  xxxx  Ответ: 2. 

6. .613  xxx  Ответ: -2; 4. 

7. .1132  xx  Ответ: 0; 1; -1; 2; -2; 3; -3. 

8. .2112 xxx   Ответ: 1. 

Способ 10. Графический. 

Пример 1. Сколько решений в зависимости от параметра а имеет уравнение .11  ах   

Решение: Перепишем уравнение в виде .11 ах    

1. Введём две функции: у = .;11 аух   

2. Построим в одной системе координат 

графики функций .,11 ауху   

На основании рисунка получаем 

при а < -1 уравнение не имеет корней; 

при а = - 1 уравнение имеет одно решение; 

при а > -1 уравнение имеет два корня. 

Ответ: при а < -1 уравнение не имеет 

корней; 

при а = - 1 уравнение имеет одно решение; 

при а > -1 уравнение имеет два корня. 
 

Пример 2. Найдите все значения а, при каждом из которых уравнение 65  ax  

имеет ровно 3 корня.  

Решение: 

-1,5

-1

-0,5

0

0,5

1

1,5

-4 -3 -2 -1 0 1 2

1,  aay  

1,  aay

 

11  xy  

1,  aay  
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Уравнение 65  ax  на основании определения модуля можно заменить 

равносильной ему совокупностью уравнений, т.е.  























.1

,11

,665

,65
65

ax

ax

x

ax
ax  

Уравнение имеет ровно 3 корня тогда и только тогда, когда выполняется условие 

,01  ax  т.е. а = -1. 

Задачу можно решить графически. 

Построим графики: ,xy   ,11 ay   

.1 ay    

Уравнение имеет ровно 3 корня тогда и 

только тогда, когда прямая ay 11  

пересекает график xy   в двух точках, 

а прямая ay  1  в одной точке. (Т.к. 

aa  111  при любом a.) 

Ответ: а = -1. 

 

 
Решите уравнения и неравенства: 

1. .121  xx  Ответ:  .2;1  

2. .621  xxx  Ответ: -1; 3. 

3. .134  xx  Ответ: 0. 

4. .732  xx  Ответ:  .4;3  

5. .332  xx  Ответ:  .;2   

6. .49696 22  xxxx  
Ответ: .x  

7. .1025102510 22  xxxx

 

Ответ:  .5;5  

8. .28 x  Ответ:  .10;6  

9. .31 х  Ответ: -2; 4. 

10. .323  хх  Ответ: .x  

11. .325  хх  Ответ: .2x  

12. .055  хх  Ответ: 5. 

13. . .231  хх  Ответ: .3x  

14. Найдите все значения а, при каждом из которых уравнение 65  ax  имеет ровно 

3 корня.  

Ответ: -1. 

15. Сколько решений в зависимости от параметра а имеет уравнение: 

1. .32  ах  2. .121  ах  

3. .43 ах   4. .3 ах   

y = -1 - a 

y = 11 - a 

y = |x| 
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5. .22  хах  6. .22 ах   

7.   .012
2

 ах   

16. Найти все значения параметра а, при которых уравнение 

axxxx 242232   имеет ровно два корня. 

Ответ:    .53;0   

17. При каких значениях параметра а уравнение 31  axx  имеет хотя бы одно 

решение? 

Ответ:  .4;2a  

Способ 11. Метод введения новой переменной. 

Пример. Решите уравнение .0322  xx  

Решение: Так как ,
22 xx  уравнение можно переписать в виде .032

2
 xx  

Введем новую неизвестную ,xt   получим уравнение .0322  tt  Квадратное 

уравнение имеет два корня ,11 t  .32 t  Значит, исходное уравнение распадается на два 

уравнения:  

;11  xx  .3  xx  

Объединяя множества решений этих уравнений, получим ответ. 

Ответ: .1x  

Решите уравнения и неравенства: 

1. .0253 2  xx  Ответ: .2x  

2.   .0211
2

 xx  Ответ: 0; 2. 

3. .
25

1
32




x
x  Ответ: .6;2;3;7  xxxx  

4. .1

1

6
1

1







x

x
 

Ответ:    .7;31;5   

3. Уравнения, неравенства, системы, задачи с модулями в ЕГЭ 

Пример 1. (ЕГЭ – 2002). Решите уравнение .34449  xxx  

Решение:  

34449  xxx    34449  xxx    
 









.34449

,034

2
xxx

x
 

Рассмотрим два случая:  

1. 

 













92416449

,04

,034

2 xxxx

x

x

   








,0820

,4

2 xx

x
   

 







,04,0

,4

xx

x
   .x  

2. 

 













92416449

,04

,034

2 xxxx

x

x

   
 








,0310

,443

xx

x
   .0x  

Ответ: 0. 

Пример 2. (ЕГЭ – 2003). Решите уравнение    .1log1sincos 2

5

2  хххх  
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Решение: Так как   1sincos 2 хх  и   ,11log1 2

5  хх то исходное уравнение 

равносильно системе уравнений  

 

 









.11log1

,1sincos

2

5

2

xx

xx
 

Все решения второго уравнения системы есть 01 x  и .11 x Из этих чисел только число 

1x   удовлетворяет первому уравнению системы . Следовательно, система, а значит, и 

равносильное ей уравнение имеют единственное решение 1x . 

Ответ: 0. 

Пример 3. (ЕГЭ – 2005. Демоверсия). Решите уравнение .cossinsin xxx   

Решение: Имеющийся в уравнении модуль раскроем по определению. 

Рассмотрим два случая:  

1. 








,cossinsin

,0sin

xxx

x
   




















,1cos

,0sin

,0sin

x

x

x

  ., Znnx   

2. 








,cossinsin

,0sin

xxx

x
   









,1cos

,0sin

x

x
   .x  

Ответ: ., Znn   

Пример 4. (ЕГЭ – 2006). Решите уравнение  

  .4163sin243sin923sin 22
 xxx

 
Решение:  

  4163sin243sin923sin 22
 xxx        443sin323sin

22
 xx   

  443sin323sin  xx        ,43sin343sin2  xx  т.к. 23sin x  и 

,43sin3 x    13sin x    .,
3

2

6
Znnx 


 

Ответ: .,
3

2

6
Znnx 


 

Пример5. (ЕГЭ – 2006). Найдите все значения х, при каждом из которых расстояние 

между соответствующими точками графиков функций    133log 2  xxf  и   5,5xg  

меньше, чем 0,5. 

Решение: 

   5,05,5133log 2 x  
 










,5,05,5133log5,0

,0133

2 x

x
 

 














,6133log5

,
3

13

2 x

x
 

  












,6413332

,
3

13

x

x
 












,6413332

,
3

13

x

x
 














,17
3

1
6

,
3

13

x

x

 .17;
3

1
6 








x  

Ответ: .17;
3

1
6 








 

Пример 6. (ЕГЭ – 2006). Решите неравенство 
 

.0
29log

265221

3

2






x

xxx
 

Решение:  
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Т.к.  vu 33 loglog   ~  vu   при ,0, vu   vu   ~  22 vu   и u  ~ u  при ,0u  

то имеем 

 
0

29log

265221

3

2






x

xxx
   

 











































,09

,02

,0
99

2
2

5

2

26
2

22

x

x

x

xxx

   

  
 























,9

,2

,0
18

213

x

x

xx

xx

   

     .18;130;2 x  

Ответ:    .18;130;2   

Пример 7. (ЕГЭ – 2008). Найдите наибольшее значение функции  

  .3121 2322 xxxxxf   

Решение: 

1. Функция f  определена только при .11  x  При этих значениях х ,11 2  x  и 

поэтому .021 2  x  

Следовательно,   .233121 232322  xxxxxxxf  

2. Найдем наибольшее значение функции   23 23  xxxf  на отрезке .11  x  

  ;63 2' xxxf      0' xf
 
 










.1;12

,1;10
063 2

x

x
xx  

Сравним числа   ,21 f    20 f  и   .01 f  Наибольшее из них 2. 

Значит,   .2max
11




xf
x

 

Ответ: 2. 

Пример 8. (ЕГЭ – 2008). Найдите наименьшее значение функции  

     45
42442  xxxf  при .12 x  

Решение:  

1. .1312112  xxx  

2.       '45' )42442(  xxxf  =     242442425
34
 xx  =    ,25424

3
 xx  

   0' xf      025424
3

 xx
 
 










.1;352

,1;32

x

x
 

3. х = 2 – единственная критическая точка, точка максимума (т.к. в ней производная 

меняет знак с плюса на минус). 

4. Сравним числа       ,32424421
45

f  

      .96464463
45

f  Наименьшее из них -96. 

Ответ: -96. 

Пример 9. (ЕГЭ – 2010). Решите неравенство 

      .17log
17

57
log1757log

2
2

5165

16

5

2

2

2

22





 




 x

x

x
xx
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Решение: Пусть ,7
2xt   ,10  t  тогда неравенство примет вид: 

      .149log
17

5
log175log

2

5165

16

5 



 t

t

t
tt   

,05 t  поэтому ,01716 t  то есть .
7

1
0

16
 t  

Получаем: 

   














16

2

5

2

5

7

1
0

,149log5log

t

tt

 












167

1
0

,1495

t

tt

 












167

1
0

,4915

t

tt

 

  .
7

1
0

16
 t  

Тогда 







 

.4

,4
1677 2162

x

x
xx  

Ответ:    .;44;   

Пример 10. (ЕГЭ-2011). Решите неравенство    
.

9

1
log498log3

3

11

2

11





x

x
xx  

Решение.  

ОДЗ:  

  

     .;19;
,0

9

1

,019

,0
9

1

,098
33

2

































x

x

x

xx

x

x

xx

 

   







9

1
log498log3

3

11

2

11
x

x
xx  

   

    
















,4
9

1
log98log

,;19;

3

11

32

11
x

x
xx

x

 



   

     
 















,4
1

919
log

,;19;

3

33

11
x

xxx

x


   

 










,49log

,;19;

4

11 x

x
 

   










,049log4

,;19;

11 x

x
 


   









,011log9log

,;19;

1111 x

x


   

  










,0119111

,;19;

x

x    

  










,0119

,;19;

22
x

x
 


   

     










,0119119

,;19;

xx

x    
  










,0202

,;19;

xx

x
    .2;19;20 x  

Ответ:    .2;19;20   

Пример 11. (ЕГЭ – 2011). Решите неравенство    
.

6

7
log84213log7

7

12

2

12





x

x
xx  

Решение:  

ОДЗ:  

  

     .;76;
,0

6

7

,076

,0
6

7

,04213
77

2

































x

x

x

xx

x

x

xx

 

   
   

   
  






















,
6

7
log876log7

,;76;

6

7
log84213log7 7

1212

7

12

2

12

x

x
xx

x

x

x
xx  
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  
   










,6log7log787log76log7

,;76;

12121212 xxxx

x    










,86log8

,;76;

12 x

x
 

  
   










,16log

,;76;

12 x

x
 

   










,126

,;76;

x

x
 

   










,12612

,;76;

x

x
 

  
   










,12612

,;76;

x

x
    .18;76;6 x  

Ответ:    .18;76;6   

Пример 12. (ЕГЭ-2011). Найдите все значения a , при каждом из которых система  











.1

,4657625

22

2

yx

axyx
x

 

имеет единственное решение. 

Решение:  

Если   yx ;  решение, то    yx ;  также решение. Значит, если система имеет 

единственное решение, то это решение вида  .;0 y  При подстановке его в исходную 

систему получаем: 









.1

,5124

2y

ya
 

Поэтому либо ,1y  либо .1y  

При 1y  получаем: .
4

17
a  При этом значении параметра система принимает вид:  











.1

,1065625

22

2

yx

xyx
x

 

Помимо решения  1;0   система имеет решения  0;1  и  ,0;1  что не удовлетворяют 

условию. 

При 1y  получаем: .
4

7
a  При этом значении параметра система принимает вид: 











,1

,65625

22

2

yx

xyx
x

   
   











.1

,0625

22

2

yx

xxy
x

 

Из второго уравнения следует, что 1x  и .1y  Поэтому 02  y
x

 и .02  xx  

Значит, 










.

,2

2xx

y
x

 

Откуда, учитывая условие ,1y  получаем: ,0x  1y  - единственное решение. 

Ответ: .
4

7
a  

Пример 13. (ЕГЭ – 2012). Решите систему неравенств  

   















.26262

,03log6log

11

45

xx

xx

xx

xx
 

Решение:  

Рассмотрим второе неравенство. Оно имеет смысл при ,062 x  т.е. при .3x   
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Пусть .62
1

tx
x




 Тогда неравенство примет вид .2
1


t
t  Откуда 1t  или .0t  При 

всех допустимых x  основание степени положительно и, следовательно, .0t  Значит, 

неравенство выполняется только при 1t . Выясним, при каких x  это происходит: 






















;062

,01

,162

;162
1

x

x

x

x
x

 















.1

5,3

,5,2

x

x

x

 

Подставим в первое неравенство найденные значения x : 

1. При :5,2x  .05,5log5,3log 5,15,7   

2. При :5,3x  .05,6log5,2log 5,05,8   

3. При :1x  .02log7log 54   

Неравенству удовлетворяет значения 1x  и .5,2x  

Ответ: 1 ; .5,2  

Решите уравнения, неравенства и системы: 

1.   .2345,0sin45,0sin15,0sin 22
 xxx  Ответ:   Znn

n
 ,2

2
1 


 

2.   .495,1sin65,1sin25,1sin 22
 xxx  Ответ:   Znn

n
 ,

3

2

9
1 


 

3.   .112sin22sin52sin4 22
 xxx  Ответ: Znn  ,

4



 

4.   .4163cos83cos53cos4 22
 xxx  Ответ: Znn  ,

3

2

3



 

5.      .43936343
2

 xxxx  Ответ: .6log 3  

6.      .366116663
2

 xxxx  Ответ: .11log 6  

7. .1532621 22  xxxxx  Ответ: 2,6. 

8. .21517444 22 xxxxx   Ответ: 1,25. 

9.   .14,115,0log
125,0




x  Ответ:    .4;06;8   

10. 
 

.0
17log

118325

4

2






x

xxx
 Ответ:    .10;93;1   

11. 
 

.0
33114

4log1

2

4






xxx

x
 Ответ:    .9;61;3   

12.     
 

.
45

6
41

22

2
211








xx

xx
xx  

Ответ:   3]233;(x  

).;4()4;233[   

13.     
 

.
67

10
61

22

2
211








xx

xx
xx  

Ответ:  ];255;6()6;(x  

  ).;255[5   

14.     .1016log
4

1
18log3

222

22 xxx xx    Ответ:  .7;5  

15.    
.

2

1
log823log7

7

8

2

8





x

x
xx  Ответ:    .6;12;10   
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16.    
.

6

7
log84213log7

7

12

2

12





x

x
xx  Ответ:    .18;76;6   

17.    
.

5

6
lg123011lg11

11

2






x

x
xx  Ответ:    .5;56;15   

18.    .1636log163218log 2

2

22

2 xxx xx  
 Ответ: 2. 

19.   .119log 2  xx
X

 Ответ:   .;
5

442
1;8














  

20. 
 

.1
log

5log2
2

5

2

5 


x

xx
 Ответ:    .6;50;1   

21. 
 

.1
log

4log2
2

3

2

3 


x

xx
 Ответ:    .5;40;1   

22.       .23log
13

53
log1353log

2
2

545

4

5

2

2

2

22





 




 x

x

x
xx  Ответ:    .;22;   

23.       .57log
17

67
log1767log

2
3

292

9

2

2

2

2

22





 




 x

x

x
xx  Ответ:    .;33;   

24. 
     

.
1

22lg

1

22lg
2222










x

xx

x

xxxx
 Ответ:    .;13;   

25. 
     

.
2

44log

2

44log
62

8

2

8

2










x

xx

x

xxxx
 Ответ:      .;22;15;   

26. 
   

 







.344132

,114log32log 66

xyxyx

xyx
 Ответ:  .3,0;15,0   

27. 
   









.541042574

,247log425log 33

yxyxx

xyx
 Ответ:  .0;1  

28. 
   









.5237

,132log7log 66

yxxyx

xyx
 Ответ:  ,0;1   .11;5,4  

29. 















.648058425

,1
32

562

2

2

xxx

x

xx

 Ответ:    .25,1;8,0   

30. 















.93053325

,1
12

122

2

2

xxx

x

xx

 Ответ:   .15,0;0   

31. 

   

















.2
3

2

3

2

3

2

3

2

,04log1log

2,12,1

53

xx

xx

xx

xx

 Ответ: 1,2. 

32.
   









.4log36log

,2222

2

5,05,0 xx

xx

 Ответ:     .2;112log;2 2   
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33. 















.6loglog

,1
22

222

5

2

5

1

xx

x

x

 Ответ:  .;25
25

1
;0 








 

34. 
   

 









.1301152log

,1log2100log

3,0

2

2

2

xx

xx
 Ответ:  .10;3,9  

35. 
   

 









.1381043log

,4log281log

2,0

4

2

4

xx

xx
 Ответ:  .9;1,8  

36.    














.03712log3712log

,04410325

2

37
1

2

37
1

22 xxxx
xx

xxx

 Ответ: 6. 

37. 
   









.18loglog

,0826548

2

3

42 xx
x

xx

 
Ответ:     0;11;3  

   .3;11;0   

38. 











 

.1212

,28
32

1 33

3

2

xx

xx

 Ответ: .97x  

39. 
 
















.31015,3log9

,05,3log131099

1

1

1

x

x

x

x

xx

x

x
 Ответ:    .;5,45,2;0   

40. Найдите все значения a , при каждом из которых система  












.1

,234532

22

22

yx

axyx
x

 

имеет единственное решение. 

Ответ: .
2

5
a  

41. Найдите все значения х, при каждом из которых расстояние между соответствующими 

точками графиков функций    143log 4  xxf  и   5,2xg  меньше, чем 0,5. 

Ответ:  .26;10  

42. Найдите все значения х, при каждом из которых расстояние между соответствующими 

точками графиков функций   5322,0  xxf  и   8,4xg  меньше, чем 1,6. 

Ответ:  .319;6  

43. Найдите все значения х, при каждом из которых расстояние между соответствующими 

точками графиков функций  
22

1






x

x
xf  и   1xg  меньше, чем 0,5. 

Ответ:  .;2   

44. Найдите наибольшее значение функции  

     54
42423  xxxf  при .12 x  

Ответ: 80. 

45. Найдите наибольшее значение функции  

     42
15,015,050  xxxf  при .33 x  

Ответ: 184. 

46. Найдите наибольшее значение функции    632  xxxf  при .5,05,1 x  
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Ответ: 2. 

47. Найдите наименьшее значение функции    645,0  xxxf  при .28 x  

Ответ: -10. 

48. Найдите наименьшее значение функции  
4

5
2 




x

x
xf  при .5,25,3 x  

Ответ: 0,75. 

49. Найдите наибольшее значение функции  
16

8
2 


x

x
xf  при .5,25,5 x  

Ответ: -0,8 

50. Найдите наибольшее значение функции  

      22 293325,0 xxxxxf   при .5,15,1 x  

Ответ: -18. 

51. Найдите все значения ,a  для которых при каждом x  из промежутка  1;5   значение 

выражения 32 x  не равно значению выражения   .4 xa   

Ответ:    .;4,06;   

52. Найдите все значения ,a  для которых при каждом x  из промежутка  2;5   значение 

выражения xx 42   не равно значению выражения .4xa  

Ответ:    .;2,04;   

4. Тригонометрические уравнения с модулями 

Решите уравнения и неравенства:  

1. .cossin
4

cos2 xxx 










 Ответ: .,2
4

5
;,2 ZnnZmm  


  

2. .cos

2

3

cos
2

x

x

x












 
Ответ: .,

2
;

2

1
Znn  


 

3. 
 

.0sin
4

sin
2




x
x

x
 Ответ: .,;5 Znn   

4.   .coscos2
2

xxx   Ответ: .,
2

;1 Znn 


 

5. .
cos

1

x
tgxtgx   Ответ: .,2

6

5
Znn  


 

6. .sin2coscos xxx   
Ответ: .,2

4

5
Znn  


 

7. .0cossin21  xx  
Ответ: ;,2

4

5
Znn  


 .,2

4
Zmm  


 

8. .
2

1
sin

2

1
cos  xx  Ответ: ;,2

2
Znn  


 .,2

4
Zmm  


 

9. .33sin4 xxxx   
Ответ: ;0,,

3

2

6
;0  nZn

n
 

  .0,,
318

1  mZm
mm 

 

10. .0
cos

sin
sin2 2 

x

x
x  Ответ: ;,2

4
Znn  


 ., Zmm   
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11. .cos2sinsin xxx   
Ответ: ;,2

2
Znn  


 .,2

4
Zmm  


 

12. .2cos2sin21 xx   
Ответ: .,

4

15
arcsin Znn 


   

13. .sin
2

1
cossin xxx   Ответ: ;,2

3
Znn  


;,2

3

2
Zmm  

., Zkk   

14. .cos14cos xtgxx   Ответ: .,214 Znnarctg    

15. .cos22
sin

2cos1 2 x
x

x



 Ответ: .,2

2
Znn  


 

16. .
3

2
cossin22cos1 








 xxx  Ответ: ;,2

3

1
arccos Znn    ., Zmm   

17. .
2

1
cos2

sin

2cos1











x

x

x
 Ответ: .,2

3

2
Zmm    

18. .sin
2

1
sin2 xxxx   Ответ: .,;

3

4
Znn   

19. .1
2

9
sin3cos 








 xx


 Ответ: .,2

2

31
arccos Znn 


   

20. .coscos1cos8sin5 22 xxxx   
Ответ: .,2

3

2
Znn  


 

21. .2
sin1

1

cos

cos
2

22
xtg

xx

x



  Ответ: .,

3
Znn  


 

22.   .5coscos
2

 xxx  Ответ: .,
2

;6 Znn 


 

23.  .1coscos 2  xxxx  Ответ: .,
2

;1 Znn 


 

24. .cos2   xxx  
Ответ:   ;;2;1,1

3
 nn 


 

;;2;1,2
3

 nn


.2


 

25. .
3




 xxtgx .  Ответ: ;
3

n

  .,1,

3
Znnn 


 

26. .cossin
cos

cos
xx

x

x
  Ответ: ., Znn   

27. .1cos 2

1
sin

2

3
sin2


 xx

x  Ответ:   .,,
6

1; Zmkmk
m

 


  

28.     .45cos154415cos1 22  xxxxxx   Ответ: 9. 

29. .0
8sin

639






x

x
 Ответ:  .1;5  

5. Логарифмические уравнения и неравенства с модулями 

Решите уравнения и неравенства:  

1. .03log
2




x
x

 Ответ:    .4;32;3   
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2.   .117783log
1771




xx
x

 Ответ: .
3

7
;

7

17

7

17
;3 

















  

3. .054log
8124 2 


x

xx
 Ответ: .

2

3
;

4

5

4

5
;1 
















 

4. .
1log

1

22log

1
2

42 


 xx
 Ответ: .2,1,2181  xxx  

5. 
 

.
2log

1

32log

1
3

82 


 xx
 Ответ: .164,141,410  xxx  

6.       .345log168log
2

1 2

4

2

1   xxxx xx
 Ответ: .3;

2

5

2

5
;2 

















 

7. .2log2log
1

33
log 22

2
2

2 

















xx

x

xx
 Ответ: .

2

175
;0













 
 

8.    .44log944log
8 2

2

32

2

2

32 







  xxxx

x
x xx  Ответ:    .;83   

9. 
   

.0
4133

72log72log
2

82

3

52

2 




xx

xxxx
 

Ответ:      .;44;812;   

 

10. .0
3

2
loglog

2

8

2

1 




x

xx
 Ответ:    .6;44;6   

11. .0
7

4
loglog

2

2

15 




x

xx
 Ответ:    .27;11;27   

12.   .144log5log 33   xx xx  

 
Ответ:  .5;4

5

19
;

2

7

2

7
;3 
















 

14. 
 

  .
4

1
91log38log 41

2 


x
x

 Ответ: .63,120 6  xx  

15. .2log 2

12



x

x
 Ответ: .0;

3

1








x  

16. .165log 2

2  xxx  Ответ:      .6;32;15,0;0   

17. .
2

1

3

2
log 2 

x

x
x

 Ответ:  .;5   

18.    .86log1186log 2

3

2

3  xxxx xx  Ответ:    .8;42;1
3

1
;0 







 

19.    .93log1log1 3

2

9  xx  Ответ: -2. 

20. .2
4

3
loglog2 22 








 xx  Ответ: .

3

4
. 

21.      
.

10log

2log
32lg

5

52log222 3








 


x
x  Ответ: .102;1   

22.     .056log485log
4

1 2

5

4

1   xxx xx  Ответ: .
2

171
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23.   .32
74

12
log23

3

1 



 xx

x

x
 Ответ: .3log2  

24.   .21log
32

1 


 x
x

x  
Ответ: .25,1  

25.    .33log1239log
8

cos

2

8
cos

  x

x

xx

x 
 

Ответ: .2  

26.     .125log3log13log 222  xx  Ответ: .
12

17
;

6

11
;1  

27. .log31log31 22 xx   Ответ: .2;1 3  

28. .log1log31 22 xx   Ответ: .
32

1
;1  

29.   .1log521log 44  xxx  Ответ: .4  

30. .4
2

1

2

1
loglog2 2

2

1

2

1 










xx

x
x

 Ответ: .
2

1
  

31.      .31log31log72log 222  xxx  Ответ: -3. 

32.  .65log1
2

65
log 2

2

2

2 


xx
x

xx
xx  Ответ:    .6;32;1

2

1
;0 








 

33. .
1log

log
log

log1

log

2

2

2
2

2

2




 x

x
x

x

x
 Ответ:   .;21   

34. .03log
12




x
x

 Ответ:    .4;32;3   

35. .2log 2

12



x

x
 Ответ: .0;

3

1








  

36. .log32log1
6

1

6

1 xx   Ответ: .
6

1
x  

37. .1
2

83
log 2 





x

x
 Ответ:  .;4   

38. .1
1

54
log 4 





x

x
 Ответ: .;

2

3








  

39.       .43log1296log
2

1

2

2 xxxxx   Ответ:    .3;013;   

40. .
2

1

3

2
log 2 

x

x
x

 Ответ:  .;5   

41.     .02log25
5

1

2  xxx  Ответ:   .3;
2

5
2;3 








  

6. Показательные уравнения и неравенства с модулями 

Решите уравнения и неравенства:  

1. .255 4364 
 xx  Ответ: .

5

7
 

2. .15
153 2


 xx

x  Ответ: .6;4;0  
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3. .126102152 112   xxx  Ответ:  .73log;3 2   

4. .5545
4log5 


xx x  Ответ:    .;44;1   

5. .1
325

232221 6




 

x

xxx

 Ответ: .3x  

6. .352 14 2

x
 Ответ: .1;

2

1

2

1
;1 

















  

7. .931
2


xx

 Ответ:      .2;11;00;1   

8. .11
22


xx

x  Ответ:      .;21;02;   

9. .34
52

123
log43

2

1

xx

x

x





  Ответ: .2;4log;75,4 3  

10. .0113369
221


 xx  Ответ: .3;1  

11. .12212  xx  Ответ:  .1;0  

12. .12122 112
  xxx

 Ответ:  .;1}3{   

13. 
 

.1323
24 log2log





xx

xx  Ответ: ;2log 3  2. 

14. .12
3103 2


 xx

x  Ответ: .3;1;
3

1
 

15. .1̀1
10322 


xxx

xx  Ответ: .131;2;0   

16. .4121̀222  xxx  Ответ: .3log 2x  

17.   .22
sinsin2 xxxx 

  Ответ: .
3

4
;, Znn   

18. .
3

7

3

1
222 22   xxx  Ответ: 0; 1. 

7. Иррациональные уравнения и неравенства с модулями 

Решите уравнения и неравенства:  

1. .0
4

2

3






x

xx
 Ответ:  .4;1 3  

2. .1281  xx  Ответ:  .;5353;
8

3

8

1
;235 

















  

3. .13212  xxxx  Ответ:  .;0
8

3
; 








  

4. .1997222  xx  Ответ:    .;19951999;   

5. .41111  xx  Ответ: 5. 

6. .22 xxxxxxxx   Ответ: 0. 

7. .34313  xx
 Ответ:  .0;1

3

4









  

8. .115  xx  
Ответ: .4;

4

131







 
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9. .12934  xx  Ответ:  .5,6;4  

10. .
34

6
24




x
x  Ответ:    .;215;4   

11. .2
215

4

2

2





x

xx

x
 Ответ:    .5;2

2

123
;

2

313
2;3 







 
  

12. .1
74

352






x

x
 Ответ:    .3;511;   

13. .0
267

6
22

2






xxxx

xx
 Ответ: ;3

3

4
,222  xx  

14. 
 

.1
log2

log811

2

2

2




x

x
 Ответ: .2;11;2 3

1

8

1



























 

 

15. .1
127

128






xx

xx
 Ответ: .221,437  xx  

16. .1
127

128






xx

xx
 Ответ: .4321,28  xx  

17. .9
2

16292

x
x

xx





 Ответ:      .;92;03;18   

18. .15
3

675302

x
x

xx





 Ответ:      .;153;05;45   

19.    .2511 22
 xxx  Ответ:   ).;26[1]26;(   

20. .31244 22  xxxx  Ответ: .1x  

21. .21212  xxxx  Ответ: .21  x  

22. .2752325222  xxxx  Ответ: .15  

23.   .24443
2

22  xxxxx  Ответ: 0. 

24.   .115344
2

22  xxxx  Ответ:  .;2
6

375
; 










 
  

25.   .32496
2

22  xxxx  Ответ:  .;1
8

331
; 










 
  

8. Уравнения и неравенства, включающие функции max и min 

Пример. Решите уравнение    .6;5min3;2max xxxx   

Решение:  xx 3;2max  =  ,333
2

1
 xx  а  xx 6;5min   =  .5557

2

1
xx    

Поэтому уравнение можно записать в виде  333
2

1
 xx  =  ,5557

2

1
xx    

333  xx  = ,5557 xx   .1314  xx  Отсюда получаем 5x  или .73x  

Ответ: ;5 .73  
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Решите уравнения и неравенства: 

1. .45;
1

max 2xx
x










  Ответ:  .4;0  

2.   .87;max 2  xxx  Ответ:  .8;1  

3.    .21;3min2;max xxxx   Ответ: .21  

4. .
2

1
.

2

1
;1min 2 







 


x
x  Ответ: .0

2

1
 x  

5.   .1.2;12max  xx  Ответ: .3x  

6.   .131;2max  xx  Ответ: 0; .21  

7.     .43;2min1;max  xx  Ответ: .7;23  

8.     .104;2min243;2max  xxxx

 

Ответ: .27;211  

9. 
   

.
12

1

;1min

1

2;max

1





xxx
 Ответ: 4. 

10. 
   

.
2

1

2;max

1

2;3min

1





 xxxx
 Ответ: -2; 1. 

11. .23;
1

min 2

2
xx

x










  Ответ:    .;00;32   

12.   .76;min 2  xxx  Ответ:    .;77;   

13.   .12313;42min 22  xxxxx  Ответ: .11;4   

14.   .1472;5max 22  xxxxx  Ответ: .
2

193
;2


  

9. Задание фигур на координатной плоскости уравнениями и неравенствами 
Изобразите на плоскости ХОУ множество точек (х; у), координаты х и у каждой из 

которых удовлетворяют уравнению и неравенству:  

1. .01 xy  2. .01 yx  

3. .2 xy  4. .2 yx  

5. .02  xxy  6. .1 yx  

7. .1 yx  8. .3 yx  

9. .21  yx  10. .311  yx  

11. .011  yxyx  12. ..2 yxyx  

13. .4 yxyx  14. .22222  yxyx  

15. .2 yxxy  16.   .0loglog xyx  

17. .2log yx  18.  .222 yxyx   

19.     .421
22
 yx  20.   .23

2
yxyx   

21. .2 xxy   22. .2 2 xxy   

23. .2 yxy   24. .12  xy  

25. .5 5

1log x

y   

26. .12  yyx  

27. .22  xyxy  28. .34 2 xxy   
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29.    .;min;max 22 yxyx   30. .12  xy  

31.    .;min;max 22 yxyx   32.    .021  yx  

33. .
11

y
y

x
x   34. .12  xy  

35. .342  xxy  36. .2 yxyx  

37. .2yx  38. .211  yxyx  

39. .2yx  40. .4322 xyx   

41. .22 yyx   42. .422 yyx   

43. .sin xy   44.     .021 22  xyxyx  

45. .sin yx   46. .0log
sin

y
x

 

47.     .921
22
 yx  48.  .4loglog

421421
xy

xxxx



 

49. .11  yxyx  50.  .4loglog
61216121




xy
xxxx

 

51.  .2;max xy   52.  .12;1min  xxy  

53.   .12;max x  54.   .32;1min x  

Найти площадь фигуры, которая задается на координатной плоскости ХОУ 

условием: 

1. .4322 xyx   Ответ: .2  2. .2 yxyx  Ответ: 3. 

3. .22  yx   Ответ: 8. 4. .32  xy  Ответ: 18. 

5. .13  yx   Ответ: 2. 6. .6121  xyx  Ответ: 36. 

7. .3212  xxy   Ответ: 12. 8. .4112  xxy  Ответ: 16. 

9. .222  xyxy   Ответ: 2 10. .5122  xyx  Ответ: 25. 

11. .4222 yxyx    Ответ: .1610   12. .6622 yxyx   Ответ: .3618   

13.   .0422  yxyx   Ответ: .812   14. .422 yyx   Ответ: .8  

15. .4322 xyx    Ответ: .2  16. .2 yxyx  Ответ: 3. 

17. 













.
2

1
1

,4

xy

xy

  Ответ: 6. 
18. 











.43

,25

xy

xy
 

Ответ: 2. 

19. 
 











.2

,1422

xy

yxyx
  

Ответ: .42   20. 













.
2

1
2

,25

xy

xy

 Ответ: 6. 

21. 










.222

,111

yx

yx
  

Ответ: 7. 22. 
 



















.0
11

,1

yx
yx

yx

 Ответ: 1. 

10. Уравнения и неравенства с параметрами 

Для всех значений параметра а решите уравнения и неравенства:  

1. .232 axa 
 

Ответ: Если ,
2

3
a  то ;x   

2. .12 xaax    

Ответ: Если ,
3

1
a  то ;x   
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Ответ:если ,
2

3
a  то ;3x   

если ,
2

3
a  то  .34;3  ax  

Ответ:если ,
3

1
a  то ;

3

2
x   

если ,
3

1
a  то .

2

1 a
x


  

3. .4332 xaax   

Ответ: Если ,0a  то ;ax    

если ,0a  то .0x  

4. .32 xaxax   

Ответ: Если ,0a  то  ;; ax   

если ,0a  то  .; ax  

5. .32 axa   

Ответ: Если ,0a  то ;x   

если ,0a  то ;0x   

если ,0a  то .2ax   

 

6. .23  aax  

Ответ: Если ,
3

2
a  то ;x   

если ,
3

2
a  то  .22;24  aax  

7. .413  xax  

Ответ: При 1a  ;1x  при 1a  ;1x   

при 1a  ;
1

7
,1 21






a

a
xx   

при 1a  .13  x  

8. .13 aax   

Ответ: Если ,1a  то ;Rx   

если ,1a  то    ;;33; x   

если ,1a  то    .;1214;  aax  

9. .2213 axxx   

Ответ: Если ,3a  то ;x   

если ,3a  то ;
3

1
x   

если ,113  a  то ;
6

1 a
x


  

если ,11a  то .
4

3


a
x  

10.  .332  xaxx  

Ответ: Если    ,;33; a  то  

,31 x  ,2 ax   ;3 ax   

если  ,3;3a  то ,31 x .2 ax   

 

 

11. Найти все значения параметра а, при каждом из которых уравнение имеет хотя бы 

одно решение: 

1.   .1 xxa   Ответ: .1;0  aa  

2. .11  xax  Ответ: .22  a  

3. .09281
11




a
xx

 Ответ: .1a  

4. .lg10lg10loglog 2

100 









a

x
ax

x
 Ответ: .10 31a  

12. Найти все значения параметра а, при каждом из которых уравнение имеет два 

различных корня: 

1.    .1lg2lg  xax  Ответ: .4a  

2.   .4log 2 xax   Ответ: .041  a  

3.   .029log 31  ax x  Ответ: .081  a  

4. .3 axx  Ответ: .413;3  aa  

13. Найдите все значения параметра ,a  при которых уравнение имеет решение, и найти 

эти решения: 

1. .06126534 422  axaxx  Ответ: ,
2

1
x  .

2

1
a  
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2. .052020239 22  xaxax  Ответ: ,
3

11
x  .

22

3
a

 

3. .169732 2  xaaxx  Ответ: ,2x  .
36

1
a  

4. .012123159 22  xaxax  Ответ: ,2x  .1a  

14. Найдите все значения параметра ,a  при которых уравнение имеет более двуx 

решений: 

1. .33sincos2 2  aaaaxax   Ответ: .2a  

2. .6232log 2

3  aaxaax a  Ответ:
 

.3a  

3. 
 

.2log208
2

1
2 2

a
x

aa
aax 


  Ответ:

 
.4a  

4. .2cos 23 aaaxaatgx    Ответ:
 

.1a
  

Опорная информация: Пусть параметр(ы) таков(ы), что система имеет единственное 

решение  .;  yx  Тогда   yx ;  - тоже решение системы, совпадающее с   yx ;  (ибо 

последнее единственно). Значит, 0  xxx  и можно подставить 0x  в данную 

систему и найти y  и праметр(ы). После этого необходимо убедиться, что найденные 

значения параметров удовлетворяют условию задачи. Для этого их надо подставить в 

исходную систему и проверить, будут ли решение   yx ;  единственным. 
15. Найти все значения параметра а, при каждом из которых система имеет единственное 

решение: 

1. 










.1

,3534523

22

2

yx

axyx
x

 Ответ: .
3

4
a  

2. 










.1

,5352325

22

2

yx

axyx
x

 Ответ: .
5

2
a  

16. Найти все значения параметра а, при каждом из которых система уравнений имеет 

единственное решение, и найти это решение:  

1. 
   













.22

,2cos1)5,02(

sin

11
33

y

xya

x

xx

 Ответ: ;3a ,0x
 

.1y  

2.    













.cos44

,2311

2

2

2

yxx

xayarctg

y
tg

 Ответ: ;1a ,3x
 

.0y  

3. 
 















.413

,2122

1

sin2

y

ya

tgx

xx

 Ответ: ;2a ,0x
 

.0y  

4. 

   













.32

,
2

cos21arcsin2

2
sin

2

2

x

y
xay

y
 Ответ: ;1a ,2x

 
.0y  

17. Найти все значения параметра а, при которых система 
 











12

,831

222

22

ayyx

yxyx
имеет 

хотя бы одно решение. 
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Ответ: .1414  a  

18. При каких значениях параметра a  система неравенств имеет ровно два решения? 

1. 










xay

aayyx ,12 222

 Ответ: .
2

2
 

 

2. 










xay

aayyx ,12 222

 Ответ: .
2

2
 

 

19. При каких значениях параметра a  система уравнений 










4

,

2

22

xy

ayx
имеет ровно два 

решения? 

Ответ: .4  

20. Найдите все значения параметра a , при которых система уравнений имеет ровно три 

различных решения: 

1. 










0211

,12222

yxx

aayyx
 Ответ: .22   

 

2. 










022

,222 22

yxx

aayyxx
 Ответ: .22   

 

3. 










0231

,3224 22

yxx

aayyxx
 Ответ: .22   

 

4. 










022

,222 22

yxx

aayyxx
 Ответ: .22   

 

5. 
 









.4

,053

22
yax

yx
 

Ответ: .7  

 

21. Найдите все значения а, при каждом из которых уравнение 

  

 имеет единственное решение на отрезке  

Ответ: а = 6. 

22. Найдите все значения а, при каждом из которых уравнение 

  

 имеет единственное решение на отрезке  

Ответ: а = 4. 

11. Множество значений функции. 

Найдите области (множества) значений функций: 

1. .7412 2  xxy  

Ответ:  .3;0  

2. 
 

.
2

x

xx
y


  

Ответ:  .;2   

3. .2cossin  xxy  

Ответ: ].0;2[  

4. .3cos  xtgy  

Ответ:  .4;2  
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5. .
1

2






x

x
y  

Ответ:  .;1  

6. .
12

x

x
y


  

Ответ:    .;5,01;   

7. .
3

6

x
y


  

Ответ:    .;22;   

8. ,
5

4
x

x
y

x



 если .1x  

Ответ:    .6;25,54;5   

9. 
 

.
77

7log10
log

7

7

1 











 


x
y  

Ответ:  .1;  

10.   ,
3

16log 4
x

x
xy   если .48x  

Ответ:    .;50;1   

11.   ,
4

3log
3

1
x

x
xy  если .78x  

Ответ:    .;50;3   

12. .
ln111

24
log 5,0

x
y


  

Ответ:  .;1  

Найдите наименьшие значения функций: 

1.  .1524log 25,0  xy  

Ответ: -1. 
2. .

27

1
log

9

1 







 xy  

Ответ: 1,5. 

3. .332
5


x

y  

Ответ: -2. 

4. .2332  xxy  

Ответ: .314  

Найдите наименьшие значения функций: 

1.   .3,05
2


 x

y  

Ответ: 0.49. 

2. .72cossin5  xxy  

Ответ: 11. 

3. .2xxxy   

Ответ: 0. 
4. .

12

5




x
y  

Ответ: 2,5. 

5. .533  xxxxy  

Ответ: 5наимy  при .30  x  

6. .23231 xxxxy   

Ответ: 4наимy  при .2x  

12. Графики функций, содержащих переменную под знаком модуля 

Постройте графики функций: 

1. .21 ххху   2. 21.  хху  

3. .413  хху  4. .517  хху  

5. .3
3

2
32

3

1
 хху  6. .

1

1
2






х

х

х

х
у  

7. .
2

2
32






х

х
ху  8. .

1

1






х

х
у  

9. .хху   10. ..23  хху  

11. .1

1

1

1










 x

x

x

x

xу  12. .
3

3

2

2











х

х

х

х
у  

13. .1352  хху  14. .1 хху   

15. .22  ххху  16. .432  ху  

17. .уху   18. .11  хху  
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19. .2 хху  20. .32  ху  

21. .
22

111






x

xx

x
у  22. .

3

3

3

xx

xx
xу




  

23. .25  хху  24. .132  хху  

25. .2221  хххху  26. .2312  хy  

27. .231  хy  28. .132  хy  

29. .23  хy  30. .42  хy  

31.   .4 2

x

x
xy   32. .1

2
















x

x
xy  

33.   .
2

21 2

x

xx
xxy


  34. .

3

3

1

1

2

2
2
















x

x

x

x
x

x

x
y  

35. .
2

2

1

1
2

1

1
2
















x

x

x

x
x

x

x
xy  36. .

82

828
2

2






xx

xx

x
y  

37.   .
2

2
12

23

23

2

xxx

xxx
xxy




  

38.  .1sin 22 xctgxxy   

39.   .
sin

sin
42

x

x
xy




  40. .2x

x

x
y   

41.   .2
2 x

x

xy


  42. .1arccos 
x

x
y  

43. 
 

.log
2

2

1 x
xtg

xtg
y 







 44. .

8
4

x

xx
tgxy

 
  

45. 
   .14
sin

3sin 2 


 xx
x

x
y




 46.   .

8
1log 5,0

x

xx
tgxy

 
  

47. .
4

2
3

x

x

xx
tgy













 



 48. .sin

4
cos

4
sin 2 x

x

xx
x

x

xx
y 












 













 



 

49.   .
8

cos5,0cos
x

xx
tgxxy x

 
  50.   .arcsin

1

2

12
















x

x
ctgxxctgxy


 

13. Системы уравнений и неравенств, содержащих переменную под знаком модуля 

Решите систему уравнений и неравенств: 

1. 
   









.67523

,13log25log 33

yxxyx

yxx
 Ответ:  ,3;1  .

3

16
;

6

13








  

2. 
   









.1527

,15log25log7log 555

xyyx

yyx
 Ответ:  .1;1  

3. 
   














.2525

,2222

3923

1334323

2 xxx

xxx xx
 Ответ:  .;3

3

194
; 













 
  

4. 
 









.28

,02

22

2

yxx

xyy
 Ответ:  ,2;22    .2;22  
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5. 










.5loglog

,4loglog3

2

2

3

2

23

yx

yx
 Ответ:  ,2;9   .2;9  

6. 










.3log5,0log

,8log3log

2

25

2

2

5

yx

yx
 Ответ: ,

4

1
;5 








 .

2

1
;5 








  

7. 















.0log

,03349

13

132 2 x

x

xx

xx

 Ответ: .10;
3

1








  

8. 










.6loglog

,042174

2

2

22

1

xx
ч

xx

 Ответ:        .2;11;00;11;2   

9. 










.1

,sin12

22

2

yxtg

xyx
 Ответ:  .1;0  

10. 










.1

,2

22

2

yx

xyx
x

 Ответ:  .1;0  

11. 
 








 

.8314

,32

2

43log32 2
2

yyy

yxx

 Ответ:  ,3;1   .3;3   

12. 
 








 

.3213

,25

2

32log45 5
2

yyy

yxx

 Ответ:  ,2;1   .2;4  

14. Нестандартные уравнения и неравенства с модулями 

Решите уравнения и неравенства: 

1. .sin
3

4
cos4log 3 x

x









  Ответ: .,6

2

3
Znnx  


 

2. .
22

3loglog

136
sin

3

2

x
x

xx







 Ответ: .3x  

3.   .12log12 2

2  xx  Ответ: .0x  

4. .sin2 2x
x
  Ответ: .0x  

5. .
3

cos3
xx

  Ответ: .0x  

6. .cos3
sin

x
x
  Ответ: .0x  

7. .322 211



xx

x
 Ответ: .1x  

8. .2
11

xctgxtg
x

 


 Ответ: .41x  

9.   .22sin3log
3

1 
x

x  Ответ: .0x  

10.   .2sin3log
2

2

x
x





 Ответ: .2x  

11. .sin
2

3

3

1
log 3 xx 











 Ответ: .23x  

12.   .124log2 2

2

2



xx

x
 Ответ: .2x  
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13.  .1
4

sin4
3

1
22











x

xx


 Ответ: .1x  

14. .
162

2
1 2

2 


x
x

tgx
tgx  Ответ: .

4


 

15. .
4

2
sin

1
sin

2
2 

  xx
x

x  Ответ: .
2


  

Контрольные работы по теме «Уравнения и неравенства с модулями» 

Контрольная работа №1 (базовый уровень) 

Вариант 1 Вариант 2 

1. Решить уравнение: .107 x  1. Решить уравнение: .135 x  

2. Решить неравенство: .53 x  2. Решить неравенство: .72 x  

3. Решить неравенство: .232 xx   3. Решить неравенство: .282 xx   

4. Решить неравенство: .441  xx  4. Решить неравенство: .313  xx  

5. Решить неравенство: .223 xx   5. Решить неравенство: .212 xx   

6. Решить неравенство: 

.386 22 xxxx   

6. Решить неравенство:  

.2822 xxx   

Ответы. 

Вариант 1. 1) -17; 3. 2)    .;28;  3)    .;33;   4) .;
2

7








  5)  .;1   

6) .;
3

8

4

179
; 






















 
  

Вариант 2. 1) -18; 8. 2)    .;59;  3)    .;44;   4) .
2

1
; 







  5)  .1;   

6)    .;32222;   

Контрольная работа № 2 (углубленный уровень) 

Вариант 1 

1. Решить уравнение: .03213 x  

2. Решить неравенство: .8227  xxx  

3. Решить неравенство: .0112  xx  

4. Для каждого значения параметра а решить уравнение: .0322  axx  

5. Для каждого значения параметра а решить неравенство: .
2

3

2

c
xc

c
x   

Вариант 2 

1. Решить уравнение: .04314 x  

2. Решить неравенство: .10252  xxx  

3. Решить неравенство: .0242  xx  

4. Для каждого значения параметра b решить уравнение: .2
2

12 x
b

x   

5. Для каждого значения параметра а решить неравенство: .23 aaxax   
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Ответы. 

Вариант 1. 1) -5; -3; -1. 2) .
2

5
;

2

3








 3)    .2;01   4) ,x  если ;5a  ,3x  если ;5a  

,
3

4
,8 21

a
xax


  если  ;10;5a ,

3

4
,

3

4
21

a
x

a
x





  если .10a  5) ,

2
; 










c
x   

если ;0c  ,x  если .0c  

Вариант 2. 1) -6; -4; -2. 2) .
2

3
;

2

3








  3)    .3;12   4) ,x  если ;3b  ,

2

1
x  если ;3b  

,1
2

,
6

1 21 
b

x
b

x  если  ;6;3b ,
6

1,
6

1 21

b
x

b
x   если .6b  

5)  ,3; ax   если ;0a  ,x  если .0a  
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